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Классическая вероятность возврата 
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Слабая локализация
ККвантовые поправки к проводимости
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Локализация Андерсона в 3dЛокализация Андерсона в 3d
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Локализация света
Wiersma et al. Nature 390, 671-673 (1997). Feher, G., Gere, E. A., 

Phys. Rev. 114, 1219 и 1245 (1959).

Wiersma et al. Nature 390, 671 673 (1997).
Scheffold et al. Nature 398,206-270 (1999), 
Schwartz et al. Nature 446, 52-55 (2007).

ЛЛокализация микроволн
Dalichaouch et al. Nature 354, 53, (1991).
Chabanov et al. Nature 404, 850, (2000).

E10 мм

Pradhan et al. Phys. Rev. Lett. 85, 2360
(2000)

EzУльтрахолодные атомы
Billy et al. Nature 453, 891 (2008).
Roati et al Nature 453 895 (2008)

10 мм Ez
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Roati et al.Nature 453, 895 (2008).

f = 7.33 GHz
kFℓ<~1

Локализация звука
Weaver Wave Motion 12 129 142 (1990)
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Локализация и интегрируемостьЛокализация и интегрируемость

f 3 0 G
Pradhan et al. Phys. Rev. Lett. 85, 2360 (2000)

f = 3.04 GHz
kFℓ<~1Ez

f = 7.33 GHz
kFℓ>>1EzEz

W

0 WAT локализация в 
координатном“локализация” в хаос?
координатном 
пространствеимпульсном 

пространстве
квантовый!

интегрируемостьинтегрируемость 
(бильярда)

15



Локализация и интегрируемостьЛокализация и интегрируемость
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Мера локализации, не 
зависящая от базиса?
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Случайные гауссовы матрицы: 
Полный квантовый хаос

Случайные гауссовы матрицы – матрицы со случайными 
элементами, независимо распределёнными по Гауссу:
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Используются для статистического описания
-спектра тяжёлых ядерр р
-сильно возбуждённые состояния общих 
неинтегрируемых квантовых систем 166Er
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N. Bohr, Nature 137 (1936) 344Bohigas, O.; Giannoni, M.-J.; Schmit, C., Phys. Rev. Lett. 52, 1-4 (1984)



Случайные гауссовы матрицы: 
Полный квантовый хаос

Случайные гауссовы матрицы – матрицы со случайными 
элементами, независимо распределёнными по Гауссу:
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Случайные гауссовы матрицы: 
Полный квантовый хаос

Случайные гауссовы матрицы – матрицы со случайными 
элементами, независимо распределёнными по Гауссу:
















 NHH ψψ 11111 0=mnH












=





















E
HH ψψ

 12 =mnH
 NNNNN HH ψψ1

Статистическая независимость от базиса (эргодичность):( р д )
+Λ= UUH

421=β
( ) ( )+= VHVdPHdP

( ) ( ) ββμ ∏
<

Λ− Λ−Λ=Λ
ji

ji
i ieUdUdP

2

,
4,2,1=β

( ) βssP ~0→
21

< ji ( ) nn ssP 0→
Гауссовы независимые величины остаются такими 

после любых унитарных преобразований



План доклада
• Введение:
 Металлы и изоляторы. Проводимость
 Диффузия. Влияние примесей
 Когда важна интерференция (волн)?Когда важна интерференция (волн)?
 Квантовые поправки к проводимости. 

Слабая локализацияСлабая локализация
 Локализация Андерсона (ALT): отличие 3d от 1d-2d
 И Интегрируемость и локализация
 Отталкивание уровней: хаос и случайные матрицы?

• Неэргодические состояния (плохой металл)
 Между хаосом и интегрируемостьюМежду хаосом и интегрируемостью
 Критическая точка
 Обобщённые модели мультифрактальная фаза Обобщённые модели – мультифрактальная фаза

• Выводы 22



Переход «металл – изолятор»Переход «металл изолятор»

со
на Локализованные Распространяющиеся 

А
нд

ер
с

|ψ|2|ψ|2
состояния«волны»

EE EH ψψ =

ер
ех
од

 


N

2 1)(

EnE cn ψψ =)(

/

П
е

W


=

=
n

E n
1

1)(ψ

концентрация/амплитуда 
примесей0 WAT

E
Только 

локализованные 

E
Локализованные 

состояния локализованные 
состояния

Распространяющиеся
«волны»

23

Плотность 
состояний

Плотность 
состояний



Между локализацией и хаосомМежду локализацией и хаосом
Критические Локализованные Распространяющиеся 
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волновых функций”, лекция в Москве, 12.2011
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Mirlin et al PRL 97, 046803 (2006)
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волновых функций”, лекция в Москве, 12.2011



Применение неэргодических фаз:
Усиление сверхпроводимости
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состояние DD VV
р р

Фейгельман, Йоффе, Кравцов, Юзбашян, Phys. Rev. Lett. 98, 027001 (2007)



Применение неэргодических фаз:
Усиление сверхпроводимости
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р р

Zhao et al., Nature Physics 15, 904–910(2019)



Применение неэргодических фаз:
Ускорение квантового «отжига»

Поиск минимума функции: квантовое туннелирование
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волновых функций”, лекция в Москве, 12.2011



Один шаг от 
полного квантового хаоса

Случайные гауссовы матрицы – матрицы со случайными 
элементами, независимо распределёнными по Гауссу:
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Розенцвайг – Портер (1960): добавление дополнительного 

диагонального беспорядка
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Обобщённая модель 
Розенцвайга-Портера

Rosenzweig, Porter, PR (1960)Rosenzweig, Porter, PR (1960)
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квантовый «хаос» локализация γфрактал
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«гибридная»
статистика
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уровней уровнистатистика

V. E. Kravtsov, I. M. Khaymovich, E. Cuevas, M. Amini, NJP 17, 12202, (2015)



Фрактальная фаза в модели 
Розенцвайга-Портера
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Выводы
Ez

Ez

W

• Локализация через интерференцию
WAT

• Локализация через интерференцию
•Фазовый переход (в 3d)
• Локализация ≈ интегрируемость
• Квантовый хаос в случайных матрицаху р ц
• Критическая статистика на переходе
•Неэргодические фазы для•Неэргодические фазы для
Усиления сверхпроводимости
Ускорения квантового «отжига»
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ALT in long-range modelsALT in  long range models
 ++= ++
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Long-range hopping
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Power-law banded matrices
Mirlin et al., PRE (1996)
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Wigner-Dyson
Level statistics

Poisson
Level statistics
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ALT in long-range models
 ++= ++

mnmnnnn chccjccH ..ε
ALT in  long range models

Long-range hopping

 nm mnmnn nnn j
, ,

|ψ|2
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al Electromagnetic-induced (3d)
Levitov EPL, PRL (1989-90)Ergodic phase? Localized phase
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3
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Ergodic phase? Localized phase

d-
di

m Levitov’s localization principle
(generalization of Anderson’s one)
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ALT in long-range models
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Anderson  Transition
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Rules out first order phase transition
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W f ti tWavefunction moments
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Локализация Андерсона: 
короткодействующие системы
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Rosenzweig-Porter: 
spectrum of fractal dimensions
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Rosenzweig-Porter: return probability
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