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𝑢" − 6𝑢𝑢% + 𝑢%%% = 0
𝜑%% − 𝑢 − 𝜆 𝜑 = 0

Открытие	метода	обратной	задачи	рассеяния

𝐿, = −
𝑑.

𝑑𝑥. + 𝑢(𝑥)

Уравнение	Кортевега—де	Фриза	(КдФ)

𝐿, 𝜑=𝜆𝜑

Нелинейное	уравнение	Шрёдингера

𝑖𝜓" +
1
2𝜓%% + |𝜓|.𝜓 = 0

𝚽% −
−𝑖𝜁 𝜓
−𝜓∗ 𝑖𝜁 𝚽 = 𝟎

𝐿, = 𝑖 1 0
0 −1

𝜕
𝜕𝑥 − 𝑖 0 𝜓

𝜓∗ 0 𝐿,𝚽=𝜁𝚽



Мульти-солитонные решения

A
1
=
2η

1

Vgr,1=2ξ1

x0,1, θ0,1

𝜓<== 𝑥, 𝑡 = 2𝜂
exp	[−2𝑖𝜉 𝑥 − 𝑥G − 2𝑖 𝜉. − 𝜂. 𝑡 + 𝑖𝜃]

𝑐ℎ[2𝜂(𝑥 − 𝑥G) + 4𝜉𝜂𝑡]

𝜁M = 𝜉M + 𝑖𝜂M

Комплексный	дискретный	спектральный
параметр	задачи	рассеяния

Односолитонное решение N-солитонное решение

𝜓N== 𝑥, 𝑡 = 2𝑖

𝐝𝐞𝐭

0
𝑞<,<∗
⋮

𝑞<,. ⋯ 𝑞N,.
(𝒒𝟏W 𝒒𝟏∗ )
𝜁<+ 𝜁<∗

⋯ (𝒒𝟏W 𝒒𝑵∗ )
𝜁<+ 𝜁N∗

⋮ ⋱ ⋮

𝑞N,<∗
(𝒒𝒏W 𝒒𝟏∗ )
𝜁[ + 𝜁<∗

… (𝒒𝑵W 𝒒𝑵∗ )
𝜁N + 𝜁N∗

𝐝𝐞𝐭

(𝒒𝟏W 𝒒𝟏∗ )
𝜁< + 𝜁<∗

⋯
(𝒒𝟏W 𝒒𝑵∗ )
𝜁< + 𝜁N∗

⋮ ⋱ ⋮
(𝒒𝑵W 𝒒𝟏∗ )
𝜁N + 𝜁<∗

⋯
(𝒒𝑵W𝒒𝑵∗ )
𝜁N + 𝜁N∗

𝜙M = −𝑖𝜁M	 𝑥 − 𝑥G,M − 𝑖𝜁M
.𝑡 − 𝑖𝜃M/2

𝒒𝒋 = (𝒆abc,𝒆dbc)𝑻

N-SS



Волновое	поле	и	задача	рассеяния

Математическая	постановка	(на	бесконечном	интервале)

𝚽% =
−𝑖𝜁 𝜓
−𝜓∗ 𝑖𝜁 𝚽 Система	Захарова-Шабата

lim
𝒙→ak

𝚽 = 𝑒amn%
0

, lim
𝒙→dk

𝚽 =
𝑎(𝜁)𝑒amn%

𝑏(𝜁)𝑒dmn%
Асимптотики
волновой	функции

{	𝒂 𝜻𝒏 = 𝟎; 									𝝆𝒏 =
𝒃 𝜻
𝒂w 𝜻

x
𝜻y𝜻𝒏

; 							𝒓 𝜻 =
𝒃 𝜻
𝒂 𝜻

		}

Данные	рассеяния!

Практическая	постановка	(на	интервале	L)

𝚽𝒕𝒓(−𝐿) =
𝑒amn}
0

;						𝚽𝒕𝒓(𝐿) =
𝑎"~(𝜁)𝑒amn}

𝑏"~(𝜁)𝑒dmn}

Φ"~(𝐿, 𝜁)
Φw

"~(𝐿,𝜁)
= 𝑺�

Φ"~(−𝐿,𝜁)
Φw

"~(−𝐿,𝜁)

{	𝒂𝒕𝒓 𝜻𝒏 = 𝟎;	𝝆𝒏 =
𝒃𝒕𝒓 𝜻
𝒂𝒕𝒓w 𝜻

x
𝜻y𝜻𝒏

; 𝒓 𝜻 =
𝒃𝒕𝒓 𝜻
𝒂𝒕𝒓 𝜻

		}

𝑎"~ 𝜁 = 𝑆<<𝑒.mn};

𝑎′"~ 𝜁 = [𝑆�< + 𝑖𝐿(𝑆<< + 𝑆��)]𝑒.mn}
𝑏"~ 𝜁 = 𝑆.<;

𝜁 = 𝜉 + 𝑖𝜂

Комплексный	спектральный
параметр	задачи	рассеяния

Комплексное	волновое	
поле в	фиксированный	
момент	времени	

𝜓(𝑥, 𝑡G)



𝚽𝒕𝒓(−𝐿) = 𝑒amn}
0

;						𝚽𝒕𝒓(𝐿) =
𝑎"~(𝜁)𝑒amn}

𝑏"~(𝜁)𝑒dmn}

Φ"~(𝐿, 𝜁)
Φw

"~(𝐿, 𝜁)
= 𝑺�

Φ"~(−𝐿, 𝜁)
Φw

"~(−𝐿, 𝜁)

{	𝒂𝒕𝒓 𝜻𝒏 = 𝟎;	𝝆𝒏 =
𝒃𝒕𝒓 𝜻
𝒂𝒕𝒓w 𝜻

x
𝜻y𝜻𝒏

; 𝒓 𝜻 =
𝒃𝒕𝒓 𝜻
𝒂𝒕𝒓 𝜻

		}

𝑎"~ 𝜁 = 𝑆<<𝑒.mn};

𝑎′"~ 𝜁 = [𝑆�< + 𝑖𝐿(𝑆<<+ 𝑆��)]𝑒.mn}

𝑏"~ 𝜁 = 𝑆.<;

Полная	характеризация волнового	поля	в	терминах	данных	рассеяния

Непрерывный	спектр Дискретный	спектр

𝜌[=𝜌[(𝑥G,<, 𝜃[)



Эволюция	во	времени
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Эволюция	волнового	поля:
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Эволюция	Фурье	спектра:

𝑟 𝜉, 𝑡 =𝑟 𝜉, 0 𝑒a.m��"
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Непрерывный	спектр:

𝜌[ 𝑡 = 𝜌[ 0 𝑒a.mn��"
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Дискретный	спектр:



Поведение	коэффициентов	рассеяния	в	𝜁- плоскости
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6-ти	солтонное волновое	поле	и	его	
коэффициенты	рассеяния

𝑎N 𝜁 =�
𝜁 − 𝜁�
𝜁 − 𝜁�

∗

N

�y<

,

Точный	результат	для	бесконечного	интервала:
Ответ	в	главном	порядке	на	интервале	L:

𝑏 𝜁� = 𝜌[𝑎"~w 𝜁 �nyn�

𝑎N,"~ 𝜁 = 𝑎N 𝜁 +	𝑜N,

𝑏N,"~ 𝜁 =𝑎N 𝜁 ∑ ��	�
��� ���� �

nan�
N
�y< + 	𝑜N

𝑜N = p 𝜁 o(𝑒a.����})

lim
}→k

𝑏N,"~ 𝜁� = 𝑏 𝜁�• GelashA.,	Mullyadzhanov R.	Direct	scattering	transform:	catch	a	soliton if	you	can
//	arXiv preprint	arXiv:1912.00203,	 	2019.
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Аномальные	численные	ошибки	при	 решении
прямой	задачи	рассеяния	и	как	с	ними	бороться

Разложение
в	окрестности	𝜁�:

Поведение	ошибок	с	L:

Критические	ошибки:

Двухсолитонныйпример:

Gelash A.,	Mullyadzhanov R.	Direct	scattering	transform:	
catch	a	soliton if	you	can		//	arXiv preprint	arXiv:1912.00203.	– 2019.



Good	news,	everyone:	прямая	задача	рассеяния	устойчива	по	отношению	
к	возмущению	входного	волнового	поля!
Неустойчивость всегда	может	быть	подавлена	применением	арифметики	высокой	точности.

� |

� = 0.15

� = 0.09
�6

�5

�4

�3

�2

�1

-20 -10 0 10 20

6-ти	солитонное волновое	поле	+	шум

Восстановление	данных	рассеяния	для	2000	случайных	реализаций	шума

Не	очень	good	news:	арифметика	высокой	точности	чрезвычайно	ресурсоёмка
• GelashA.,	Mullyadzhanov R.	Direct	scattering	transform:	catch	a	soliton if	you	can
//	arXiv preprint	arXiv:1912.00203,	 	2019.



Еще	один	источник	ошибок	прямой	задачи	рассеяния	–
рассеяние	через	протяженные	волновые	поля

R. Mullyadzhanov, and A. Gelash, Direct scattering
Transform of large wave packets. Optics Letters 2019.
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Ошибки определения данных рассеяния в зависимости
от числа точек дискретизации волнового поля
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16-ти	солитонное волновое	поле	



Использование	схем	высокого	порядка	становится	принципиально	необходимым	для	
волновых	полей	содержащих	порядка	100	и	более	солитонов
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Ошибки определения данных рассеяния в зависимости от числа солитонов



Как	понять	где	расположен	солитон по	данным	рассеяния	?	

𝜌� = 𝑖𝐴�𝑒��%�,�am��
A
1
=
2η

1

Vgr,1=2ξ1

x0,1, θ0,1
𝐶� =

1
𝜌�

𝑏N(𝜁�)
𝑎wN(𝜁�)

𝐶� = 𝑒m(.n�%�,�d��)



Прямая	+	обратная	задачи	рассеяния

𝛺 𝑥 =
1
2𝜋
  𝑟(𝜉,𝑡)𝑒am�%
k

ak
𝑑𝜉 + ¡𝜌�(𝑡)𝑒am��%

N

�y<

Конструируем	ядро	интегральных
уравнений

𝜌[ 𝑡 = 𝜌[ 0 𝑒a.mn��"𝑟 𝜉, 𝑡 =𝑟 𝜉, 0 𝑒a.m��"

Вычисляем	эволюцию	по	времени	(при	желании)

{	𝒂 𝜻𝒏 = 𝟎; 									𝝆𝒏 =
𝒃 𝜻
𝒂w 𝜻

x
𝜻y𝜻𝒏

; 							𝒓 𝜻 =
𝒃 𝜻
𝒂 𝜻

		}

Данные	рассеяния

𝐴<∗ 𝑥, 𝑠 + ∫ 𝐴. 𝑥, 𝜏 𝛺 𝑠 + 𝜏 𝑑𝜏 = 0%
a¥ ,

−𝐴.∗ 𝑥, 𝑠 + ∫ 𝐴< 𝑥, 𝜏 𝛺 𝑠 + 𝜏 𝑑𝜏 + 𝛺 𝑡 + 𝑠 = 0%
a¥ .

−𝑥 ≤ 𝑠 < 𝑥 .

Решаем	интегральные	уравнения
Гельфанда-Левитана-Марченко

𝜓 𝑥 = −2𝐴.∗ (𝑥, 𝑥)



A.A.	Gelash,	and	D.S.	Agafontsev,	 "Strongly	 interacting	soliton gas	and
formation	of	rogue	waves",	Phys.	Rev.	E,	98,	042210	(2018)

𝜓N== 𝑥, 𝑡 = 2𝑖

𝐝𝐞𝐭

0
𝑞<,<∗
⋮

𝑞<,. ⋯ 𝑞N,.
(𝒒𝟏W 𝒒𝟏∗)
𝜁< + 𝜁<∗

⋯ (𝒒𝟏W 𝒒𝑵∗ )
𝜁< + 𝜁N∗

⋮ ⋱ ⋮

𝑞N,<∗
(𝒒𝒏W 𝒒𝟏∗)
𝜁[ + 𝜁<∗

… (𝒒𝑵W𝒒𝑵∗ )
𝜁N + 𝜁N∗

𝐝𝐞𝐭

(𝒒𝟏W 𝒒𝟏∗ )
𝜁< + 𝜁<∗

⋯
(𝒒𝟏W 𝒒𝑵∗ )
𝜁< + 𝜁N∗

⋮ ⋱ ⋮
(𝒒𝑵W 𝒒𝟏∗)
𝜁N + 𝜁<∗

⋯
(𝒒𝑵W 𝒒𝑵∗ )
𝜁N + 𝜁N∗

𝜙M = −𝑖𝜁M	 𝑥 − 𝑥G,M − 𝑖𝜁M
.𝑡 − 𝑖𝜃M/2

𝒒𝒋 = (𝒆abc,𝒆dbc)𝑻

Обратная	задачи	рассеяния	для	мульти-солитонныхрешений
Строим	солитонный газ!

Для	применения	этой	точной	формулы	
требуется	арифметика	высокой	точности!
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Статистическое описание нелинейной стадии спонтанной
модуляционной неустойчивости 

Начальное условие – неустойчивая плоская волна плюс шум:

𝜓 𝑥, 0 = 𝐴+ 𝜀 𝑥 , 		 𝜀 𝑥 ≪ 𝐴

Примеры численных расчетов развития МН:

Agafontsev D. S., Zakharov V. E. Integrable turbulence and 
formation of rogue waves. Nonlinearity, 2015

Γ 𝑘 = 𝑘 𝐴. − 𝑘./4.

Инкремент	неустойчивости
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Статистические свойства спонтанной модуляционной неустойчивости
в численных экспериментах 
• Agafontsev D. S., Zakharov V. E. (2015). Integrable turbulence and formation of rogue 

waves. Nonlinearity, 28(8), 2791.

Переход	к	статистически	стационарному	состоянию Кинетическая (𝑯𝒍) и потенциальная (𝑯𝒏𝒍) энергии:

	𝐻± =
1
𝐿
  𝜓% .𝑑𝑥,	
}/.

a}/.

								𝐻[±= −
1
𝐿
  𝜓 ²𝑑𝑥
}/.

a}/.

Статистические	 характеристики	статистически	 стационарного	состояния

Средний Фурье спектр

Плотность вероятности 
волновых амплитуд:

𝑃𝐷𝐹 𝐼

𝑃· 𝜓 . =𝑒a ¸ �
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Статистические	свойства	спонтанной	модуляционной	неустойчивости
в	экспериментах	по	распространению	света	в	оптическом	волокне

• Adrien E. Kraych, Dmitry Agafontsev, Stéphane Randoux, and Pierre Suret. Statistical Properties
of the Nonlinear Stage of Modulation Instability in Fiber Optics Phys. Rev. Lett. 2019



18

Получаем связанное состояние - особый класс мульти-солитонных
решений при	𝜉[ = 0

𝜆[ = 𝑖𝜂[ = 𝑖 1 −
𝜋	(𝑛− 1/2)

𝐿G

.
, 𝑛 = 1,2, … , 𝑁; 						𝑁 = 𝑖𝑛𝑡𝑒𝑔𝑒𝑟[𝐿G/𝜋]								

𝐿G ≫ 1

𝐴 = 1

Задача рассеяния для большого прямоугольногопотенциала
в квазиклассическом приближении:

𝜆[ = 𝜉[ + 𝑖𝜂[

Правило квантования Бора-Зоммерфельда для протяженных медленно меняющихся полей:

  𝜓 . − 𝜂[. 𝑑𝑥 = 2𝜋(𝑛 − 1/2)
𝜉
𝜂
~𝑁a</.
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Доля	непрерывного	спектра	в	“массе”
волнового	поля	в	зависимости	от	L0

• A.	Gelash,	D.	Agafontsev,	V.	Zakharov,	G.	El,	S.	Randoux and	P.	Suret,
Bound	state	soliton gas	dynamics	underlying	 the	noise-induced	modulational instability,	Physical	Review	Letters,		2019.
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Пример одной реализации128-SS со случайными фазами солитонов. (a) Профиль интенсивности (b) Собственные
числа солитонов вычисленные с помощью правила квантования Бора-Зоммерфельда для 𝐿G = 𝑁𝜋. Позиции 𝑥G[
распределены случайно в узком интервале ~ [-1,1].

В дальнейшем мы генерируем ансамбли состоящие из 10�
реализаций такихN-SS со случайными фазами.
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Численный расчет эволюции НУШ: Пространственно-временные диаграммы (a)
Развития спонтанной модуляционной неустойчивости (b) Динамики N-SS со
случайными фазами (начальное условие с предыдущего слайда).
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Эволюция усредненной по ансамблю кинетической 𝐻±(𝑡) и потенциальной 𝐻[±(𝑡)
энергии для развития спонтанной модуляционной неустойчивости (черная и малиновая
кривые) и 128-SS решений со случайными фазами (красная и синяя кривая)
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Пример	128-SS (черные	линии)		в	сравнении	с	пространственным	
распределением	первого	статистического		момента	 𝜓 . 	(зеленые	линии)
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Сравнение	усредненных	по	ансамблю	и	времени	статистических	характеристик	 асимптотического
состояния	спонтанной	модуляционной	неустойчивости	и	128-SS.
(a)	Средний	Фурье	спектр			(b)	PDF

• A.	Gelash,	D.	Agafontsev,	V.	Zakharov,	G.	El,	S.	Randoux and	P.	Suret,
Bound	state	soliton gas	dynamics	underlying	 the	noise-induced	modulational instability,	Physical	Review	Letters,		2019.
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