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Введение, история, дела давно минувших дней  

Сверхпроводники в магнитном поле. 

Сверхпроводимость I и II рода.

Феноменологическая теория сверхпроводимости 

Гинзбурга-Ландау

Изолированный вихрь. Вихревая решетка. 

Динамика вихрей. Вихри как частицы. Как запретить вихрям 

двигаться? Нестационарная теория Гинзбурга-Ландау. 

План

Vortex matter:  вчера, сегодня, завтра

Зоопарк вихревых структур.  Все уже известно?

Все немного сложнее, чем хотелось бы...  

Электроны, дырки и вихри.

О микро-теории.

Современные материалы и структуры. Экспериментальные  

подходы и проблемы.



Почему магнитное поле разрушает 

сверхпроводимость?

Механизмы взаимодействия

магнитного поля с куперовской парой

орбитальный (электромагнитный) механизм
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Сверхпроводники в магнитном поле.
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Сверхпроводимость II рода. Сплавы. Высокие 

критические поля и токи
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Сверхпроводимость второго рода. Вихри Сверхпроводимость второго рода. Вихри АбрикосоваАбрикосова–– трубки трубки 

магнитного потока.магнитного потока.

Нобелевская премияНобелевская премия--20032003



Феноменологическая теория 

сверхпроводимости Гинзбурга-Ландау
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Включаем магнитное поле:
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Характерные длины в теории Гинзбурга - Ландау

Глубина проникновения магнитного поля в Глубина проникновения магнитного поля в 

сверхпроводник = Лондоновская глубина сверхпроводник = Лондоновская глубина 

проникновенияпроникновения
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Корреляционная длина = характерный Корреляционная длина = характерный 

масштаб изменения параметра порядкамасштаб изменения параметра порядка
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Энергия границы раздела N-S
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Что такое вихри и зачем они нужны ?

SN границы энергетически выгодны

Частичное проникновение 

магнитного поля в 

сверхпроводник
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сверхпроводник

(неполная экранировка)
Линейно растущий с 

координатой член в 

токе
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Ответ:  необходимо учесть особенности фазы параметра порядка

чтобы устранить расходимость сверхтока

0≠∇ϕrot

ndl πϕ 2=∇∫

b
Простейший вариант 1=nразрез

a

b

x

y

( )
aNa

N
dl

Na
C

y

ππ
ϕϕ

221
==∇=∇∆ ∫

С

AxByA z

~

0

rrr
+=

a
bB

c

e
z

π22
=

h

0φ
π

=== ∫ e

c
dsBSB zz

h

- компенсация

квант 

магнитного 

потока



Вихревая Вихревая 

линиялиния

zсверхток

Изолированный вихрь. Слабые магнитные поля.
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repulsive interaction between vortices

hexagonal vortex lattice

Interaction between vortices in type-II superconductors: bulk 

samples
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Vortex lattice structure.

1 vortex per unit cell

magnetic flux through the lattice cell:
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Сильные магнитные поля. 

Задача о верхнем критическом поле.
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Вихревая решетка. Задача Абрикосова (1957)

Элементарная ячейка:Элементарная ячейка:
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Транспортные свойства вихревого состояния.

Vortex matter.

Полость или Полость или 

дефект с дефект с 

пониженнойпониженной cT

((диссипация диссипация –– за счет нормальных токов в за счет нормальных токов в 

коре+релаксациякоре+релаксация параметра порядкапараметра порядка))
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Нестационарная теория Гинзбурга - Ландау
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Дифференциальное уравнение 1 порядка по Дифференциальное уравнение 1 порядка по 

времени неверновремени неверно для сверхпроводников!для сверхпроводников!

Оправдания:Оправдания:

1. Простота и доступность для народных масс.1. Простота и доступность для народных масс.

2. 2. БесБесщщелеваяелевая сверхпроводимость.сверхпроводимость.

3. В малой окрестности сверхпроводящего 3. В малой окрестности сверхпроводящего 

перехода верно.перехода верно.
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Вихри как частицы. Масса, вязкость вихря
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Почему вихри в сверхпроводниках так уж интересны 

для нас?

• Они определяют сопротивление в магнитном поле

• Они есть во всех высокотемпературных 

сверхпроводникахсверхпроводниках

• Разглядывая вихри, мы можем что-то узнать о 

природе сверхпроводимости

•Манипулируя вихрями, мы можем управлять 

транспортом заряда и тепла в сверхпроводнике



Зоопарк видов вихрей.

Немного классификации и названий…
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Unconventional structure of vortices in layered superconductors.

High-Tc cuprates.

Weak anisotropy limit.

Anisotropic magnetic field profile

Anisotropic Anisotropic GinzburgGinzburg –– Landau modelLandau model
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Unconventional structure of vortices in layered superconductors.

High-Tc cuprates.

Strong anisotropy limit.

z
H

pancake

y

x
Josephson vortex

Lawrence Lawrence –– DoniachDoniach modelmodel



Можно обойтись без внешнего магнитного поля…

Флуктуационные вихри в квази-двумерных сверхпроводниках

sTrF lnln −= ε

Пары Пары вихрьвихрь--антивихрьантивихрь,,

Переход Переход БерезинскогоБерезинского--КостерлицаКостерлица--ТаулессаТаулесса



Притяжение вихрей?



Attraction of vortices in anisotropic superconductors
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Vortex chains in anisotropic superconductors in tilted 

magnetic fields

YBCO (high-resolution Bitter patterns):  P.L. Gammel et al (1992) 

NbSe2 (STM): H.F.Hess et al 

(1992)

YBCO (Lorentz microscopy):  A.Tonomura et al 

(2002)(2002)



Lorentz microscopy measurements.  A.Tonomura et al 

(2002)



Question: can we get more than 1 vortex per unit cell?



Question: can we get more than 1 vortex per unit cell?

We need attraction between vorticesWe need attraction between vortices!!

Example: Example: 

1.Layered superconductors.1.Layered superconductors.

2. vortices in superconductors with two order parameter components.2. vortices in superconductors with two order parameter components.



Зоопарк вихрей

Вихри в сверхпроводниках с многокомпонентным 

параметром порядка

Железные сверхпроводники, урановые соединения,Железные сверхпроводники, урановые соединения,

ГелийГелий--33
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Вихри в системах с одновременным Вихри в системах с одновременным 

существованием сверхпроводимости и магнетизмасуществованием сверхпроводимости и магнетизма

Притяжение вихрей: 

доменизированное состояние

V
r

Излучение магнонов при 

движении вихря



Вихри в мезоскопических образцах

φ
r

z
M-magnetic moment

0=m
1=m

2=m

vorticities

H-external field

Зоопарк вихрей

R~ several coherence 

lengths

φ

H-external field

Состояния с разным орбитальным моментом

Квантовомеханические размерные эффекты

Мезоскопический транспорт, 

управляемый магнитным полем



Квантовая механика квазичастиц в вихрях 

Абрикосова как пример приложения 

методов квазиклассической теории методов квазиклассической теории 

сверхпроводимости



Вихри как ловушки для 

электронов и дырок



Электронная структура вихревого состояния

ξFk

0∆

ε

r

Связанные состояния Связанные состояния фермионныхфермионных возбуждений  в коре вихрявозбуждений  в коре вихря

Профиль сверхпроводящей щели: потенциальная яма для электронов

ξξξ
ε

FF kvmm

00

2

2

2

min ~~~
∆∆

h

hh

Оценка минищели в спектре 

возбуждений

C.Caroli, P.G.de Gennes,

J.Matricon (1964)

ξ

µ
εµ

r

r
k

k
∆

≈)(

22

zFr kkk −=

z

ξFk
r ξξξ FF kvmm h



ФермионныеФермионные возбуждения  в вихревой фазе возбуждения  в вихревой фазе 

сверхпроводниковсверхпроводников

Почему они важныПочему они важны??

Local DOSLocal DOS Thermal Thermal 

transporttransport
Динамика Динамика 

вихрей:вихрей:

Диссипация и Диссипация и 

эффект Холла эффект Холла 

в вихревой в вихревой 

фазефазе
2

)(
c

nv H
BnB κκκ ∝=

Thermal conductivity 

along magnetic field:

2cH
Experiment

:
V
r

j
r

Ch.Renner et al 

(1991)

2

)(
c

n H
BB κκ <<

Экспериментальные указания на тип сверхпроводящего спариванияЭкспериментальные указания на тип сверхпроводящего спаривания



Сканирующая туннельная микроскопия/спектроскопия. Сканирующая туннельная микроскопия/спектроскопия. 

Эффективный метод исследования природы сверхпроводящего спаривания. Эффективный метод исследования природы сверхпроводящего спаривания. 

dI/dV 

(x,y)

Пик плотности 
состояний в центре 

вихря

Вихри



Reference STM images of vortex cores.



STM наблюдения вихрей. DOS

NbSe2

YBCO

∑ −=
λ

λλ εεδ )()(
2

ruLDOS
r

360 nm

PRL, 75, 2754 (1995)PRL, 101, 166407 (2008)



STM experimental results

H. F. Hess et al PRL (1990)

ρ

NbSe2 YBCO

ρ=0

I. Maggio-Aprile et al PRL (1995)

Ch. Renner et al PRL (1991)

Nb1-xTaxSe2

x

B. Sacepe et al PRL (2006)

Boron

doped 

diamond



M.R. Eskildsen et al PRL (2002)I. Guillamon et al PRL (2008)

3
6

0
 n

m
NbSe2

MgB2

STM experimental results

B. W. Hoogenboom et al PRB (2000)

BSCCO

exp20~ ξξ <<Φ ctheor H



STM experiment: 

Anomalous Large Vortex Core
N. C. Yeh  et al EPL (2009)

YBCO



Vortex matter in systems with induced superconductivity.

graphene and topological insulators etc.

Graphene spectrum Superconductor – graphene junction

K. Komatsu et al, 2012 Ti/Al

Hubert B. Heersche et al, 2007



Search for Majorana quasiparticles



Vortex states in a system with induced superconducting order.

Multiple vortex core.

Small core of the size of a 

superconducting coherence 

lengthlength

Large core with the size 

determined by the 

effective coherence 

length in a 2D layer



Электроны и дырки в нормальном металле

ε
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Электроны 
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FF
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Дырки 

Ферми-жидкостные 

эффекты: ||*

FF kkV −=ε

Уравнение Шредингера:
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Электроны и дырки в сверхпроводнике.

Аномальные средние.

00ˆˆ0 ≠+
kqaa

Электроны и дырки в нормальном металле

- вероятность рассеяния электрона из состояния                в состояние0ˆ+
ka 0ˆ+

qa

00ˆˆ0 ≠++
aa - вероятность рассеяния электрона из состояния                0ˆ+

a00ˆˆ0 ≠++
kq aa - вероятность рассеяния электрона из состояния                

в дырочное состояние

0ˆ
ka

0ˆ
qa

2 связанных уравнения Шредингера= уравнения 

Боголюбова

uvu
m

k

m

F ε=∆+



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


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Однородное сверхпроводящее состояние:

ε

rki
e

v

u

v

u rr









=








~

~

( )22 )( FF kkV −+∆±= hε

∆
k

Fk

Сверхпроводящая щель



Кое-какие «мелочи»: 

магнитное поле, фаза параметра порядка,

калибровочная инвариантность, 

потенциальное рассеяние на 

неоднородностях, границах, спин
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Еще кое-какие «мелочи»: 

Что такое оператор дельта? 

Ответ 1: дельта – это именно тот параметр 

порядка, который появляется в теории типа 

Гинзбурга-Ландау

Ответ 2: дельта – это самосогласованное поле Ответ 2: дельта – это самосогласованное поле 

куперовских пар

Ответ 3: дельта – это вообще-то 

нелокальный оператор

2221 )(),(ˆ rdrurru
rrrr

∫∆=∆



( )uHvuU
m

k

m

A
c

ie

F βε ±=∆+


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






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 2

Понизим порядок по производным!

Как устроено квазиклассическое приближение в 

сверхпроводниках ?

Масштаб 

неоднородности 

( )vHuvU
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ξ
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|| >>=∇ FkS

неоднородности 

сверхпроводящей щели 

∆
= FVh
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Особенности квазиклассического приближения в 

уравнениях Боголюбова.

pIm

'

xSp =

ξ

1

pRe

FkFk−



Особенности квазиклассического приближения в 

уравнениях Боголюбова.

pIm

'

xSp =

ξ

1

pRe

FkFk−



Особенности квазиклассического приближения в 

уравнениях Боголюбова.

pIm

'

xSp =

ξ

1

pRe

FkFk−



Особенности квазиклассического приближения в 

уравнениях Боголюбова.

pIm

'

xSp =

ξ

1

pRe

FkFk−



Особенности квазиклассического приближения в 

уравнениях Боголюбова.

pIm

'

xSp =

ξ

1

pRe

FkFk−



Квазиклассическое приближение. Уравнения Андреева. 

( )uHvuUA
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Vi F βε ±=∆+
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Недостатки:

Неучет отклонений траекторий в 

магнитном поле,

Прецессия траекторий (неточный 

backscattering при андреевском 

отражении) 

Кроме того, эти уравнения неудобны для учета рассеяния 

на примесях!



Квазиклассическое приближение в уравнениях для 

функций Грина.

Уравнения Эйленбергера.

ξ

1
>>Fk

Грязный предел.

Уравнения Узаделя. 

ξ<<l



Андреевские уровни квазичастиц в вихряхАндреевские уровни квазичастиц в вихрях

Impact parameter

b
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=
⊥

µ

)sin,(cos ppkk θθ⊥⊥ =
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µ
ωµεµ
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k
k 0)(
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Impact parameter

classical

trajectory

∆2
µ

ε

Fermi levelFermi level



Однородное 

сверхпроводящее 

состояние:

ε

k

Fk

Сверхпроводящая щель

Низкие температуры:  в однородном сверхпроводнике с 

Квантовая механика квазичастиц как тест на тип сверхпроводящего 

спаривания

Низкие температуры:  в однородном сверхпроводнике с 

изотропной щелью квазичастиц нет

Неоднородности Неоднородности 

щелищели

Изменение спектра Изменение спектра 

квазичастицквазичастиц

Информация о типе Информация о типе 

сверхпроводящего сверхпроводящего 

спариванияспаривания

Эксперименты: туннельная спектроскопия, теплопроводность, 

теплоемкость,  поглощение эм волн, спиновая восприимчивость, 

…….



Механизм Механизм кроссоверакроссовера ??

Большое межвихревое Большое межвихревое 

расстояниерасстояние..

Caroli Caroli –– de Gennes de Gennes –– Matricon Matricon 

спектр.спектр.

Минищель.Минищель.

Нормальный металлНормальный металл

Спектр ЛандауСпектр Ландау..

Минищели нет.Минищели нет.

Осцилляции де Гааза Осцилляции де Гааза –– ван ван 

АльфенаАльфена..

Могут ли электроны туннелировать между вихрями?

Квантовые осцилляционные эффекты в сверхпроводниках

Механизм Механизм кроссоверакроссовера ??

M

1/H

{14243
Сверхпроводник

1/Hс2

?

Нормальный 
металл



Qualitative argumentsQualitative arguments..

Critical Critical intervortexintervortex distancedistance::

minigapminigap = = energy level splitting due to tunnelingenergy level splitting due to tunneling
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intervortex 

distance

ξ⊥k
a



cij aa > cij aa <

ca

)ln(
2

ξ
ξ

Fc ka ≈

IntervortexIntervortex

tunneling is tunneling is 

negligible.negligible.

Degenerate Degenerate 

CdGMCdGM spectrum.spectrum.

Vortices are strongly coupled by Vortices are strongly coupled by 

tunneling.tunneling.

Vortex cluster in a disordered flux line arrayVortex cluster in a disordered flux line array::

Spectrum is similar to the one in mSpectrum is similar to the one in m--quanta vortexquanta vortex

Cluster size~Cluster size~ cyclotron orbit radius.cyclotron orbit radius.

Can we restore Landau quantizationCan we restore Landau quantization??



Can we charge the vortex  ?Can we charge the vortex  ?

First answer: not so easy! First answer: not so easy! 

vortex charge is very smallvortex charge is very small

1<<
∆

Fε





Coulomb blockade. Electrons enter the sample one by Coulomb blockade. Electrons enter the sample one by 

one.one.

Coulomb diamondsCoulomb diamonds



Weber blockade. Vortices enter the sample one by Weber blockade. Vortices enter the sample one by 

one.one.

Weber diamondsWeber diamonds





ВходВход//выход вихрей и зарядов можно выход вихрей и зарядов можно 

синхронизовать за счет эффекта синхронизовать за счет эффекта 

четности!четности!



Нельзя ли использовать состояния электронов в Нельзя ли использовать состояния электронов в 

вихрях как вихрях как кубитыкубиты (2х уровневые системы)? (2х уровневые системы)? 

MajoranaMajorana fermions, zero modes, etc.fermions, zero modes, etc.

),( Rr
rr

Ψ=Ψ

),( Rk
rr

Ψ=Ψ

( ) θθ ii ker
±Ψ=Ψ ||

Вихрь есть и в координатном и в импульсном пространствеВихрь есть и в координатном и в импульсном пространстве



Что нам надо помнить о вихрях и электронах?

•Вихри – это квантовые ямы для электронов

• Электроны в вихрях обладают знанием об 

устройстве сверхпроводящего спаривания

• Электроны в вихрях определяют подвижность 

вихрей

• Электроны могут туннелировать между вихрями


