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Аттракторы инерционных волн во вращающейся жидкости. Линейные и 
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Проявления внутреннего (бароклинного) прилива 
на свободной поверхности Океанана свободной поверхности Океана

Генерация внутренних волн при
взаимодействии баротропного прилива

с донной топографиейс донной топографией
Bell (JFM 1975)

Возмущения свободной поверхности,
вызванные внутренними волнами

(Гавайский хребет)
Egbert & Ray (Nature 2000)



Проявления инерционных волн на поверхности Солнца

Gizon et al (A&A, 2021)   Bekki, Cameron, Gizon (A&A, 2022) 



Аттракторы внутренних волн

θω sin±=
N

геометрическая 
фокусировказакон отражения

экспериментальная поле 
биллиард волновых 

лучей
установка: 

возмущение вносится на 
«глобальном» масштабе

внутренних 
волн



Формирование аттракторов внутренних волн 
в бассейне с наклонной стенкойв бассейне с наклонной стенкой
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(d, τ) – диаграмма режимов

Показатели Ляпунова в данной задаче
лучей

контрольный параметр

имеют отрицательные значения. 
На диаграмме показана величина log(-λ).
Светлые (темные) зоны отвечают
сильной (слабой) лучей к предельному циклу

Maas & Lam (JFM 1995) 
M B i lli S i & L (N 1997)

d контрольный параметр 
наклона стенки
(от -1 до +1)

сильной (слабой)  лучей к предельному циклу –
аттрактору внутренних волн

Maas, Benielli, Sommeria & Lam (Nature1997)



аттракторы внутренних волн в бассейне с наклонной стенкой
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2D аттракторы в трапециевидной области

Энергетика аттракторов в зависимости от геометрии и частоты
Brouzet et al (J. Fluid Mech. 2017), Davies et al (PRL 2020)



Мотивация 
Maas & Lam (JFM 1995)
M l (N 1997)

Ogilvie (JFM 2005),
Hazewinkel, van Breevoort, Dalziel & 

Maas et al. (Nature 1997)
Построено решение в виде стоячей волны

Maas (JFM 2008)
Grisouard, Staquet & Pairaud (JFM 2008)

Lam & Maas (FDR 2008)

Построено решение в виде бегущей волны
периметр аттрактора

Thomas & Stevenson (JFM 1972)

Построено решение в виде бегущей волны
параметр фокусировки

положение виртуального 
источника

Скейлинг для ширины пучка
источника

Как поле внутренних волн связано с задаваемым на границе возмущением?у р д р ц ущ
Какие особенности невязкого решения «наследуются» в случае малой вязкости? 



Мотивация (продолжение) 
Волнопродукторы, задающие возмущение на границе области р ду р , д щ ущ р ц

Mercier et al. (JFM 2010) Dobra et al. (JFM 2020)

Во о ро ор за аю е оз е е с ер ( сей )Волнопродукторы, задающие возмущение силы инерции (и сейши) 

Maas & Lam (JFM 1995) Manders & Maas (JFM 2003)



Постановка задачи



Линейное приближение



Построение решения





Представление решения



Представление решения. Случай 1.



Решение для случая 1.



Решение для случая 1.



Численное исследование решения для функции



Сопоставление с результатами численного моделирования

Штриховая красная линия соответствуетКрасная линия – сечение пучка ВВ, на 
котором выполнено сравнение решения
и результатов численного счета.

Штриховая красная линия соответствует
положению лучевого скелета аттрактора.
Голубая линия – решение для идеальной 
жидкости желтая и оранжевая линии –жидкости, желтая и оранжевая линии 
результаты расчетов для вязкостей 0.01 
(вода, СГС) и 0.0001, соответственно. 



Верхний ряд – огибающие профилей скорости поперек волнового пучка, желтый 
цвет – линейный волнопродуктор (пластина, совершающая крутильные колебания

Сопоставление результатов для двух различных профилей волнопродукторов

невязкое решение прямой численный счет прямой численный счет

цвет линейный волнопродуктор (пластина, совершающая крутильные колебания 
вокруг горизонтальной оси), синий цвет – волнопродуктор с профилем в виде 
полуволны косинуса. 

р
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р
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безразмерное время

безразмерная энергия

р р р

Время установления стационарного 
режима в системережима в системе
В случае «эксперимента» проведенного
при

безразмерное время

р
время выхода на стационарный режим   



Выводы 1:
Наблюдаемые эффекты на лабораторном масштабе:
1) смешение максимума амплитуды огибающей по отношению 
к положению лучевого скелета аттрактора, асимметрия формы 
огибающей «наследуется» из асимметрии невязкого решениящ ду р р

2) форма огибающей волновых движений в пучке не является 
чувствительной к форме колебаний волнопродуктора ачувствительной к форме колебаний волнопродуктора, а 
максимальная амплитуда волновых движений пропорциональна 
амплитуде первого члена разложения формы колебаний 
волнопродуктора в ряд Фурьеволнопродуктора в ряд Фурье. 

Указанные эффекты чувствительны к фокусировке

McEwan (JFM 1983)Scolan et al (PRL 2013)



Выводы 1:
Длительность переходного процесса достижения режима 
установившихся колебаний в аттракторе при больших значенияхустановившихся колебаний в аттракторе при больших значениях 
числа Стокса (малых значениях числа Экмана) при 
соответствующей нормировке является универсальной. 

Для систем большого масштаба при учете только молекулярной 
вязкости длительность переходного процесса может быть весьма 
велика и сопоставима, например, с характерным масштабом е со ос , р ер, с р ер с бо
сезонных изменений стратификации.
Tang & Peacock (Chaos 2010) Wang et al (Acta. Oceanol. Sinica. 2015) 
Bingtian et al. (Acta. Oceanol. Sinica. 2015)g ( )

1-point attractor

2-point attractor

Guo & Holmes-Cefron (JFM 2016)

p

Аттрактор между двумя подводными хребтами
Echeverri, Yokossi, 

Balmforth, Peacock (JFM 2011)

1 аттрактор на каждые 100 км 
океанского дна 

в модельной плоской задаче



Геофизическое приложение: стратифицированная жидкость 

Аттрактор в Луcонском проливе
Распределение частоты 
плавучести в разные сезоны

Лучевой скелет аттрактора 
в Луcонском проливе

Tang & Peacock (Chaos 2010)Tang & Peacock (Chaos 2010)

Поле возмущений частоты
плавучести

Wang G., Zheng Q., Lin M., Qiao 
F. Three dimensional simulation 
of internal wave attractors in the 

Вертикальное перемешивание 
в Бразильской котловине
Polzin  et al. (Science 1997)

Luzon strait // Acta Oceanol. 
Sinica. 2015. V. 34, N 11. P. 14–
21.

Bingtian et al. 
(Acta. Oceanol. Sinica. 2015)



Перспективы:
Регуляризация решения, учет конечной вязкости

Исследование эффектов в слабонелинейной постановке. Особый интерес представляет 
оценка порога возникновения триадного резонанса в системе.

Существующие оценки порога возникновения триадного резонанса для пучков конечной 
ширины выполнены для безграничной жидкости: Fan & Akylas (JFM 2020)



Геофизические приложения: стратифицированная жидкость 
Реализуемость аттракторов в пространственной задаче

Закон отражения Филлипса

Phillips O.M. (1963) Energy transfer in rotating fluids by reflection of inertial waves // Phys. Fluids 6, 513-520.

Maas L.R.M. (2005) Wave attractors: linear yet non-linear // Int. J. Bifurcat. Chaos 15 (9), 2757-2782..



Формирование аттракторов в поперечном сечении канала
при генерации внутренних волн в направлении вдоль канала

Траектория луча внутренних волн 
в соответствии с законом отражения Филипса

Экспериментальная установка

К С Л
Поле внутренних волн на различных 

расстояниях от генератора

Канал Святого Лаврентия

Pillet G., Ermanyuk E.V., Maas L.R.M., Sibgatullin I.N., Dauxois T. (2018) Internal wave attractors in 3D geometries: 
trapping by oblique reflection // J. Fluid Mech. 845, 203-225.



Геофизические приложения: стратифицированная жидкость 
Реализуемость аттракторов в «неидеальной» системе лабораторного масштаба

Нелинейная стратификация Пилообразная геометрияНелинейная стратификация р р
вертикальной стенки 

Hazewinkel J., Tsimitri C., Maas L. R. M., Dalziel S. 
Observations on the robustness of internal wave attractor to 

Криволинейная граница области
perturbations // Phys. Fluids. 2010. V. 22. 107102.



Геофизические приложения: стратифицированная жидкость 
Реализуемость аттракторов в «неидеальной» системе натурного масштаба

С фСхема рефракции на 
прослойках

Расчетное поле внутренних волн для Faeroe-Shetland channel

постоянная частота 
плавучести во всей 

бобласти N=const

частота плавучести
зависит от вертикальнойзависит от вертикальной 
координаты N(z)

частота плавучести
зависит от вертикальной и

Типичное 
распределение частоты

зависит от вертикальной и 
горизонтальной 
координаты N(x,z) + 
осредненное течение 

распределение частоты 
плавучести по глубине
в натурных условиях

Gerkema T., van Haren H. Absence of internal tidal 
beams due to non-uniform stratification // J. Sea Res. 
2012. V. 74. P. 2–7.

вдоль канала



Геофизические приложения: стратифицированная жидкость 
«Наблюдаемость» аттракторов в «идеальных» лабораторных и натурных системах д р р д р р ур
при наличии волновой турбулентности 

Scolan, Ermanyuk & Dauxois (PRL 2013)

Эволючия частотного спектра Волновые вектора основной и дочерних волн
с течением времени

Волновая турбулентность в области с соотношением размеров, близким к 1:1

Поле волн Частотный спектр
как функция времени

Характерная зависимость 
измеряемых величин от времени

Локализация спектра вблизи 
дисперсионного соотношения

Бикогерентность



Возможные положения концов векторов вторичных волн

В эксперименте как правило реализуется вариант замыкания триады векторов, 
соответствующий прямому каскаду, т.е. передаче энергии волнам меньших масштабов 



Анализ волновой турбулентности

2D PIV поле скорости: и

Метод: Yarom & Sharon (Nature Physics 2014) 

2D PIV поле скорости: и

3D преобразование Фурье: ир р ур и

спектр энергии:

дисперсионное соотношение:

интерполяция:

интегрирование
по масштабам,
разрешаемымразрешаемым 
в эксперименте



Волновая турбулентность и/или вихревые движения?
Разделение масштабов…Разделение масштабов…

Каскад BКаскад B

Каскад C



Геофизические приложения: стратифицированная жидкость 
«Наблюдаемость» аттракторов в «идеальных» лабораторных и натурных системах 

й бпри наличии волновой турбулентности 

Результаты прямого численного моделирования (И Н Сибгатуллин) аттракторовРезультаты прямого численного моделирования (И.Н. Сибгатуллин) аттракторов 
внутренних волн в случаях «слабой» (слева) и «сильной» (справа) волновой 

турбулентности (амплитуды входных возмущений отличаются в 2.5 раза)

Актуальные задачи: 
• экспериментальное исследование энергетического баланса, 
• исследование закономерностей «заселения» частотного спектра,
• связь с теорией волновой турбулентности Lvov & Tabak (PRL 2001), 

Lvov, Polzin, Tabak (PRL 2004) и спектром Гаррета-Манка. 



Исследование закономерностей «заселения» частотного спектра
Аттрактор в области

б
Аттрактор в области

с большим горизонтальным удлинениемс отношением глубины к длине 
близким к 1.

«Заселение» спектра субгармониками

с большим горизонтальным удлинением
«Заселение» спектра кратными 
и «полукратными» гармониками

B C E k E V J b d S Sib lli I NBrouzet C., Ermanyuk E.V., Joubaud S., Sibgatullin I.N., 
Dauxois T. (2016) Energy cascade in internal-wave attractors 
// EPL 113, 44001
Brouzet C., Ermanyuk E.V., Joubaud S.,  Pillet G., 
Dauxois T (2017) Internal wave attractors: scenariosDauxois T. (2017) Internal wave attractors: scenarios 
of instability //  J. Fluid Mech. 811, 544-568



Волновые аттракторы во вращающейся жидкости



Аттракторы в экваториальной зоне

Гео- и астрофизические приложения: вращающаяся жидкость 
Аттракторы в экваториальной зоне 

вращающейся жидкой сферической оболочки 
Bretherton (Tellus 1964)

Maas, Harlander, 
H ff E b Kl iHoff, Egbers, Klein…

Аттракторы в жидком ядре Земли
Rieutord, Georgeot, Valdettaro 
(PRL 2000), (JFM 1997- 20..)

Ogilvie(JFM 2005)Ogilvie(JFM 2005)
Jouve & Ogilvie (JFM 2014)

Инерционные моды в конвективной оболочке 
Солнца.

Gizon et al (A&A 2021)Gizon et al (A&A, 2021)   
Bekki, Cameron, Gizon (A&A, 2022)

Инерционные волны в радиационной зоне 
Солнца

Alvan, Strugarek, Brun, Mathis, Garcia 
(A & A 2015)(A & A 2015)

Стратификация 
Солнца



Геофизические приложения: вращающаяся жидкость 
Влияние внутреннего ядра на собственные частоты колебаний жидкой оболочкиу р р
Aldridge K. D., Lumb L. I. Inertial waves identified in Earth’s fluid outer core // Nature. 1987. V. 325. P. 421–423.

Rieutord M., Valdettaro L. Viscous dissipation by tidally forced inertial modes in a 
rotating spherical shell // J. Fluid Mech. 2010. V. 643. P. 363–394.

Влияние внутреннего ядра на диссипацию приливных инерционных мод

Детектирование аномалий магнитного поля Земли и Де е ро е о о о о Зе
решение обратных задач магнитной гидродинамики

Jillet et al. Satellite magnetic data reveal interannual waves in 
Earth’s core// PNAS. 2022. 



Механизм каскада энергии во вращающейся жидкости? 

Волновые взаимодействия: триадный резонанс.

параметр Кориолиса Ω2
Волновые взаимодействия: триадный резонанс.
Каскад энергии по направлению θ и по масштабу.
Формализм слабой волновой турбулентности.
«Мы совершенно точно знаем, 

б
θω cos

2
±=

Ω
дисперсионное 
соотношение

что такое волновая турбулентность»
В.Е. Захаров

“The 2D geostrophic or slow modes decouple from the 3D inertial 
waves. Such decoupling underlies the validity of quasigeostrophic 
models e g for the atmosphere or the oceans Forced DNS showmodels, e.g., for the atmosphere or the oceans. Forced DNS show 
the generation of slow modes. From the present work, we see that 
weak turbulence at the lowest order cannot describe such an 
observation; however higher order processes could play a 
i ifi l ”significant role”

Galtier S. “Weak inertial-wave turbulence theory” 
(Phys. Rev. E. 2003)

Поведение реальных систем при наличии границ (слоев 
Экмана), сильного возмущающего воздействия, сильных 
нелинейных взаимодействий? 

инерционные волны во 
вращающейся жидкости Необходимы новые экспериментальные и численные 

постановки задач, развитие сложных методов пост-
процессинга, развитие математического аппарата для 
выделения «волновых» и «вихревых» компонентов течения....



О В

Аттрактор инерционных волн в кольцевой области 

ВОсесимметричное 
возмущение

эксперимент в Лионе

Возмущение с помощью 
нутации крышки

эксперимент в Перми

Возмущение с помощью 
инерционных колебаний ядра

эксперимент в Перми



Численные результаты

ООсесимметричное 
возмущение

эксперимент в 
ЛЛионе



Верхний ряд:
спектр энергии в «меридиональном» 
сечении как функция угла наклонасечении как функция угла наклона
волнового вектора и частоты

Нижний ряд:Нижний ряд:
спектр энергии в «экваториальном» 
сечении как функция
радиальной компоненты волновогорадиальной компоненты волнового
вектора и  азимутального
волнового числа



Фильтрация волновой картины с помощью преобразования Гильберта (a=1мм)

Триада векторов
в меридиональном и
экваториальном сеченияхэкваториальном сечениях



Формирование устойчивого полигонального вихревого кластера

эксперимент

расчетрасчет

Исследование устойчивости полигональных вихревых кластеров с центральным вихрем

Reinaud (JFM 2019)
Вихревой кластер вблизи Северного полюса 
Юпитера: Adriani et al (Nature 2018)



Интерпретация механизма образования вихревого кластераИнтерпретация механизма образования вихревого кластера

Неустойчивость слоя Волны РоссбиНеустойчивость слоя 
Стюартсона (с захваченным ядром)

Hashimoto (JFM 1976)
Holton (Geophys. Fluid Dyn. 1971)



Возмущение с помощью 
Вид 
атрактора 

нутации крышки
эксперимент в Перми

р р
в 
линейном 
режиме 
при 
разных 
частотах.

«энергия»

Картина течения

Среднее азимутальное 
течение

Частотный спектр

Пространственный спектр
в развитом режимев развитом режиме



Картины вторичных структур в потоке при различных частотах возмущения

Волны РоссбиВолны Россби

Колоннообразная структура волн 
Россби (пятна завихренности),  ( р )
профиль средней азимутальной 
скорости, лучевой скелет 
аттрактора в аксиальной плоскости

Спектральный состав волнового поля, сигнал отфильтрован 
с помощью фильтра низких частот. 



Схема эксперимента
Примеры траектории центра ядра

Возмущение с помощью 
инерционных колебаний ядра

эксперимент в Пермиэксперимент в Перми



Критическое значение числа Рейнольдса Карта режимовКритическое значение числа Рейнольдса,  
характеризующего вносимое возмущение,
соответствующее порогу неустойчивости

осесимметричного режима.

Карта режимов. 
Зависимость азимутальных чисел от 

амплитуды возмущения при различных 
частотах колебаний.



Инерционная мода 
в конвекционном слое ц

Солнца
Bekki et al. A&A 2021 

Аттрактороподобные структуры инерционных волн



ИИнерционные моды 
в конвекционном слое 

Солнца
Bekki et al. A&A 2021 

Поля вертикальной завихренности, соответствующиеу
фундаментальной и двум дочерним волнам (первый ряд),
амплитуда и фаза после преобразования Гильберта 



Недавние открытия в области гидродинамики Солнца:
Экваториальные волны Россби: Loptien et al (Nature Astronomy 2018), 
Конвективный слой Солнца одна ячейка в каждом полушарии: Gizon et al (Science 2020)Конвективный слой Солнца – одна ячейка в каждом полушарии: Gizon et al (Science 2020)
Инерционные волны в конвективном слое Солнца: Gizon et al (A&A, 2021)  
Bekki, Cameron, Gizon (A&A, 2022) 

Инерционные волны во врашающемся сферическом слое (эксперимент)

Subbotin, Shmakova, Ermanyuk, Kozlov 
(Phys Fluids, 2022)



Близкий аналог сооружаемой в ИГиЛ СО РАН платформы.ру ф р

Диаметр платформы 2 м.
Несущая способность 1 тоннаНесущая способность 1 тонна
Скорость вращения до 20 оборотов в минуту
Визуализация течения в двух плоскостях с 
программируемым перемещанием световых ножейпрограммируемым перемещанием световых ножей







Н. Д. ШмаковаИ.Н. Сибгатуллин С.В. СубботинВ.Г. Козлов

Спасибо за внимание!

А. К. Хе З.В. Макридин


